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�)����#�������,$2���"������)���$�#�$��������$������(���1��'���$���)��&$3���#����A�ρ8����B����θ ,

�)���1$2���"��2�����$����21��$�)�����(���$���)�����������&�������$��$���$�'�$3�����('��1���"���������$

�)�#!�	���3��2������3���)���������1$2����������"�1�2����$����1)�����3��2����)�����2���$���)��

����3��2��F����1��#��������3��&����;2������!��	������3��2��������# $'�1����,$2���"��#$����''�$'�����

�$����2#���)������= δ 4��!�!4��$��2"����2����)���$1���������$�����1$2���$��1$��2#'��$���$���)��'��3���

����!
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�	���������! 8.78

�$��������$,��)��'�������3��2���$����$�����'���������3��#�#"���$���)��������&�������$��$�

,$�%���!� � �)��� ����3��2��� �&���� '� �� �� $1���� �12��� � ��(� $��  θ ,� !� ���� �)��� ��(� ���21�� �)�

����3��2��F����3��&�" ��$#�����1��$�����#$2���$���)��*���θ ,�!���)2�4�������'���$��1$��2#'��$�������

" �A.8��B��θ ,�!��	���)��������#����'���$�4��)���$��&$�����3��&�,$2���)�3��'�$�21��

A.M�ρB����θ ,���
�������)��)��2��2�����$1�����12��� �'�$&��#4��)���������������������1��3���)��$1���

�12��� �"��������$��A.M�γB�θ ,�����)2���)��1)��&������)��'�������3��2��$��1$��2#'��$���$���)�������

1$)$���$��,$�%�����2���$��)������$�21��$��$���)��'� 8��8 $28&$�'�$&��#���*�

8�A.8��B��θ ,��8�P�A.MρB����θ ,��8�A.M�γB�θ ,�Q�A.M���B
���!

�)�����#'��������$*

8�θ ,�A.M���B
���PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��Q!

�$����)�������)��������"����1�������,)�1)��)��������$���(�,��&��$��1�'�������1$#��A�ρ�L����B��)��

�('�����$����#'��������$�8�A�ρ−γ) ��θ ,��/ (1+ �ρB�!��	���)���1�����)���#$2���$���)��'� 8��8 $28&$���(

�)���,$2���$�)��,����)�3��"������3���A�B����������3����"�1�2����)�����3��&�,$2�������������2����������

ρ������)������2���,$2���"�����1$2�����" ��)����#������!��)����3��&�#�������,)�����ρ�R����������#'����

���$���$��'�������3��2��1$��2#'��$���$����#�#"���$���)��������&�������$��$��,$�%�����C2����$�

(�ρ�8�����B��θ ,�A.M����B
��!���)��$�)���'����$���)��'�������3��2��1$��2#'��$���$����$���)�������3��2��

�����1����)����������1��"��,�����)�����8$�8��(����2��������)���#'��1���$1�����12��� ����2��!���)�����

�)��'�������3��2��1$��2#'��$��1)��&���$�������&�������3��2�������)��������&�������$��$��,$�%���!���)�

�&&��&����1$��2#'��$��1)��&���$���)���&�������$������)2�*

8�θ ,���A.M���B
���PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��Q



��$����)���A����8�γ�BR�/������1������������C2����$��)���$1�������1$2������������)����(�#'��!��	�

�)�����1$2��������,����������)����)��&�$,�)�������γ�4��)���������$��1$��2#'��$���$�����,$2����$�

1$�3��&���$����������'�������3��2�!

���������	
�	���������! 8.?8

�����)��1$����'$����&��&&��&����1)��&���$���� �&�������$�������

8�θ ,���A.M����B
���PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��QA.�M�γ�B�

=��1$2����&��)���$3�������&�������$���,��)������1$2��������δ �#'��������$����'�������3��2�

1$��2#'��$���$���$�*

��A.M������B
�����PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��Q��A.�M�δ�B�Aδ�8��γ�B���!

	���)���'�1����1�������,)�1)��)��������$���(�,��&�A�ρ�L�����B4��)�����#'��������$�

��A.M��ρB�����Aρ��8�γB���A.�M�δ�B�A��δ�8��γ�B��

,)�1)��(1�������������ρ�R�δ4������!�!4�����)��#��&�����'�$�21��$��1�'������(1������)���$1�������1$2���

����!��)��1$�����$��ρ�R�δ��#'������)����)�������������)����)��$'��#����#$2���$��1�'���������)���1$�$# 

A"�1�2���$�����2"$'��#�����(�� ���#�$��"�1�2���$1�����12��� �"��������1�$,��$2��'��3������3��&4

������12�����"��$,!B� ���� � ��� �)�� �''�$'������ �����&�������$���� ���1$2��� ����� ��� ��%��� �$�"�� �)�

#��&�����'�$�21��$��1�'�����Aδ�L�ρ�L��B��$����)���$����$�����,$�%��&�&�������$���1$���'����$������

�)����$�������C2����$��)��,��������$���)����������&�������$�!���$���&������� 4�)$,�3��4�,��)�A ρ�8�����B�

R�/����+$���A������8�γB���/4��)�������������'�������3��2���$��!�

�$�&�����������$���)��#�&���2���$���)�������$�������)��#$���&�������1���4�1$�����������(�#'��

���,)�1)��)���$1�������1$2���������C2�����)�����8$�8��(����2����$���3����A�δ�L������B!��)�����#'��������)�

�('�����$���$���)���$����$��
���PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��Q

�A�������8��γ�B���L��
���P.�M�(�ρ�8�����B�

�A�������8��γ�B���Q!

	�����1������)������1���)��'���$��������1$�'$�������(���#�%���ρ�8�����R�/4��)����$������&��������)����)�

��������,��������"�������$���
�!�

�$��3��2�����)���$��4����2#���)����)�����2���#��&�����'�$�21��$��1�'��������7!0�'��1�������

�)��1�'����� ��(�,��&�����0/�'��1���4� �#'� ��&�������2�������$�� ��(����2����$� ����3��2����$��@!50

'��1���!��2����&��'�1���1��2#���1���3��2���$���)�������#����C2�������1$&��9��&��)����)����#��'���$�

����)�������3���$������$���� ����"2����&�������$�!����%��&��)����$�"��6/� ������#'����4��$���(�#'��4���)��

�����L�A.!/@50B
��8�.�L�5!@?!���#����� ��ρ�L�./!0>����4������)�����2��������$�������&�$,�)����6�'��1���4

�γ�L�.!@6!��2"����2���&��)����3��2������$��)���('�����$���#'�������'�������3��2���$����$�12���������
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�����2�2���,$�%��&�&�������$���$����
��P.�M�I!>.���Q!�	������3��2����,$2���)�3����3����3���$��8��3���)

$�� �)��#$�� � �)��� �)� � '� � ��� $1���� �12��� � ��(��� A�!�!4� ��� ���.+IB4� �)�� '������� 3��2�� �$��� $�

1$��2#'��$�����#$����)����$2"����)��3��2��$���)��,��������&�����$��)������������������&�������$�!

�$����)�������)��%��&��"$2���)���''��1���$��$���)����$��� ��1�2���$1�����12��� �'�$&��#4��)�

'�������3��2��$���)��1$��2#'��$���$����������1���$��$�� ��)����������1�����$��$���)��'�$&��#�"2�����$

�)���2"��C2����'�$&��#��('����$��!����1)��21)��('����$����3$�3�����,��������&�����$��)$���,)$����

�)�����������$�������������#�����������$������$�����12�����������2�2�����('� ���!��)�������#'$��������

�)���������������"�1�2����)��'�$&��#�"�&���,��)���1$#"������#'�$ ��8�#'�$ �����(������$��$�� 

5!/�'��1���������)����('������$3����)�� ������$��)��12������.5!@�'��1���!��

6!5��)��=���,��&)���$�����2����" ��)��=���$���$��$����"$��2''� �����$����(�"�����"$��	�1$#�

�)������ ����$����1��$��6!.����2#����)����)���2''� �$����"$���2���&�'��������#���� �������

��"������� ���(��������$����$�����'$����$��)���#'$����$��$���)��'� �$�����(!����#$�����������1����� ���

,$2�����1$&��9���)�������3��2�����$�#$��� ��)����"�)�3�$��������'$�����$��)��#��&�������(������$�

��"$�� ��1$#�!� �)��� ���21��� �� ����,��&)�� �$��� �$�� ��1)� &�������$�� $�� ��('� ���!� ����%�� �)�

1��12����$�������1��$��6!.4��)��������$�$��������&�&�����$���)����������&�������$��$����������!�

�)�� ����3���� "�)�3�$�� ��1�2���� "$�)� ��"$�� �2''� � ���� �)�� �$�#� $�� 1$#'������$�� �)��

����3��2������1��3�!����"$���2''� ��$���)���'2�'$���1���"��"�$��� �������������� �1)��&���)���������

�)���#$2���$����(�"�����"$����1$#�4���1�2���&��$��$�� ��)���2#"���$��)$2���,$�%���'��� ���4�"2�

�21)�$�)�����#����$��$����"$���2''� �������$��4��������&4��$1���$�4����%���%��&4���1!!�����"$����1$#�

��(����$�����$�����)���$�#����,)�1)�����3��2��������1$#'�������4����21��&��)���2"����2��$��$������&�

"��������������1���,$�%��&�1$�����$����$���)��1��)���1$#���)�������3��2����,$2���$�)��,����'�����!

�$�)�����$���$���1����������,��&)���$����!���)��1$#"���������,��&)���$���1���"��#���2����" ��)�

������1�� �$����(�"�����"$����1$#��,��)����'�1���$��)�����8$�8��(�#��&����������A�!�!4�$���#��2���)�

#��&�������(������$����"$����1$#�BH���������������A.???"B!�

	���)����#'���1�������,)�1)��)���������$�����$����&�1�'�������1$#����(���A�!�!4����,)�1)

ρ�L�����B��������,)�1)��$�,���8�$$%��&�����3��2����1$���1�� �'��1��3���)�����%�"��,�����)����$1���

�12��� ���(�������"�������4��)������1��3��$1�����12��� ���(������$���)������3��2����#'�$ �����'����

$��"$�)��)������2�$� ������Aθ) ������)��&�'�"��,�����)��#��&�����'�$�21��$��1�'����������)��'� 8��8



���)����&�$�����)����1���)�������3��2����1���$��"$��$,��&�������2�2���$1�����12��� 

"�������!��	���)��$1�����12��� �'�$&��#��)�����#$���1$��2#'��$���$��)���2�2����)����)������3��2��

,$2���,���4��)��'�$&��#�1$2�����3$�3���������1��3����(�������3������ ρ = γ.

���=2���&��)����������')�������$����'� 8��8 $28&$�� ���#4��$#��#�#"����$���)����������$�

&�������$�����1��3�������2����)������)�&)����)����)��#��%������2��!���$���)��������3��2���4��)�

����1��3����(�����������&���3�4����21��&��)������,��&)���$���$���)��1$#"�������1$#������'� �$��

��(��!

���������	
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 $28&$������$�����2���������1$2������$��)����#���)����)����(����'����( ρ −γ ) (1+ρ)���!��	���)��'� 8��8 $28

&$��#'��1��������$�����2���,�����C2����$��)��#��&�����'�$�21��$��1�'�����A ρ = γ)��)����,$2���"���$

����,��&)���$���$���)��'� �$�����(4���&��������$���)������2�$� �'� �$�����(�������Aθ) "�1�2�������3��2���

,$2�����1��3�����$1�����12��� �"���������)����#�����2����)����)� �,$2���)�3��$"�������" ���3�����&

�)$����2���!�����

	�� ��1�4� )$,�3��4�  ρ� ��� &������� �)��� γ� ���� ����3��2���� �''�$'������ � ��&���� �)�� '� �$��

1$����"2��$����������1�2�����(4����)$2&)�,��)��������1��3����(�������)������&������� �������)����)���2��

����2�$� �����!���$����'�1���1��� 4��)������1��3��#��&�������(�������)�������������$��)������,��&)���$��

1��12����$������τ ��L�θ  ( ρ −γ ) (1+ρ)���!������)��)�����2����('��1��������$�����2���$�� ρ��L�/!/70�$�

1�'�������3���#���������)�����2��������$�����2���$��γ��L�6�'��1����$���)��$1�����12��� �1$����"2��$��4

�)��3��2���$��� ρ����� γ���$���)��6/� ����'���$��A������12����������1��$��6!.B���� ρ�L�./!0>����� γ�L

.!@64��#'� ��&��������1��3����(������$�� τ��L�/!I?�θ. �)2��,��)��)���1�2���#��&���������2�$� ���(�����

$��θ = .124, �)������1��3��#��&�������(��������   τ ��L�/!/?7!��	���)���(���#��1�������,)�1)�����3��2���

��1��3���$�)��&�"�1%����"���������$����1��#��������(�'� #����4��)��#��&��������2���$���)$�����(�����

γ�L�8�.�������)������1��3����(���������τ ��L�θ�( ρ −γ ) (1+ρ)���L�θ!

�)���1�2�����1��#����������,��&)���$���$���)��$1�����12��� �'� �$�����(���'��������$�$�

�)���$����#��&����������$��$�)�����1$#����(���A�� 4��τ��B!��)����1��#����������,��&)���$���$���)�

$1�����12��� �'� �$�����(�Aτ��B��$��&�������$����1����)����$���"���''�$(�#�����" �∆ =�����L�

/!0���Aτ����M�5�τ��� τ���B�A.8τ���B�,������,)����,���������)����1$#���2";�1���$��)��'� �$�����(����&�������$�

������������)��������1�� �$����(�"���������&��,��)����'�1���$��)������$����(��)���!����1��,�����&�$,����

�����γ 4��)��'�������3��2��$���)�������,��&)���$����$������&�������$���A���1$2����&�����)���$1�������1$2��

�����δ)�����



���$���3����1��$���)��������1�� �$����(�"�����1$#��,��)����'�1���$��)�����8$�8��(�#��&����

��(�����4���������������A.??0"B4��2������������$���A.???B�����
�2"���������9�A5///B!���$����)��

�)$�����2������������$��)��������1�� �$���$�������(�"�����1$#�������$��;2���$���)��'� �$���'$���$�!����

�)���C2���$��#�%���1����4��)��1)��&������)������,��&)���$������'�$'$���$�����$��)��3��2��$���)�

������1�� !
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∆ =����L�/!0���Aτ����M�5�τ��� τ���BA.8 τ���B
���,���A.Mδ�B�+�A�δ�8�γ�B!��

���)��)��D$�)���#��&�������(�����E��C2����$�τ ��L�/!5��A�''�$(�#���� ��)���3���&��#��&�����'���$���

��1$#����(����������)��������������B4��)����1��#����������,��&)���$������∆ =���L�/!/6.���,

�A.Mδ�B�+�A�δ�8�γ�B!��	���)��3��2��$���)������3������(�������1�� ����/!04����)����1��#����������,��&)���$��

���A2���&��)��3��2���$���δ�����γ ��$#���1��$��6!.B��∆ =���L�/!/0.�,��!���)�������$2&)� �@/�'��1���

$���)����(�'����" ��)��������&�������$��A��L�θ ,���L�/!.5@�,��!B��

�)���(�����1��$��1�'�������1$#����(������21����)��#�&���2���$���)�������,��&)���$���"�1�2��

�)��&�'�"��,�����)�������8��(����2���$����3��&��������)���#'��1���'� 8��8 $28&$����2���$���)��'� �$��

��(�����#�����!��)2��τ���L� A�������8��γ�B�+�A.M�����B��θ !�����)�������2����������2���$��@!50�'��1���������

&�$,�)������$��6�'��1���4��)��6/8 ������#��'���$����#'� ��A�������8��γ�B�+�A.M�����B�L�!6/6I������)����$��
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'� �$�����(�������$�τ���L������
�+�A.M�����B θ = 0.71 θ.  
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/!/?7�,$2���1$��2#��?.�'��1����$��)�����1$#���2���&�)���,$�%��&� �����T���V�L�,+A.!/?7B�L

/!?.�,U�������3��$�� �?�'��1�����$��������#���!
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��3���#�������������)��$''$��2��� �1$���$���)��$1�����12��� �'�$&��#������)����$������21����)�

$'��#�����9��$���)��'�$&��#*���θ ∗ +���ρ <�/!

�('��1����2#���1����$�2��$���$���)��#$���&�������1�����)$,��)�����1������&��)��3��2��$��α

��$#��)��12������ ����2#���α�L�/��#'�������θ ∗ +���α <�/!����)�α�R�/4������&���$1�����12��� 

'�$&��#�,$2�����'�������3��&�#$���A"�1�2�������3��2������%���)���2�2���"�����������$��11$2�����

��1����&�)$,�#21)��$���3�B4��#'$���&���"�&&�����3���������1�����ρ > γ�!��

	�����$'��#����$�)�3���� �'� 8��8 $28&$�$1�����12��� �'�$&��#�����)��1$���(��$���)���#$���

$�� ����θ ∗�R�/!��	���)���"$3���('�����$�4��)��������2��$�� �����)��3��2��$��λ����������)����)��1����1��

3��2��λV�L�A.Mγ�B�TA.M ρB�A5M�B�8�A.Mγ�BU���!�����)�&)���3��2���$��λ4��)���$�����$#��2"����2���&��)���$,

���2���$1�����12��� �"���������$���)��)�&)������2����������3���#�����$2�,��&)���)��'�$��1��$���)��

����3��2������1��3���)�$2&)���1�������������#������1$#�!���������$�����2���3��2���$��γ��L�/!/64�ρ�

L�/!/70��������L�/!/.�������6/� ������#��'���$�4�λV�L�/!/?7!� ��)��� �#'������)��4�����)��12�����

���#�,$�%4�����3��2����#2���"��3�� �# $'�1������ �'� 8��8 $28&$�'�$&��#�����$�"��$'��#��!����	���)�

'�$#����$���2�2���"����������'���������3��&��Aα >�/B�$������)���#'��1�����(��)������2������$#�

ρ�8�γ�R�/�����$������"$���2''� 4��)��1����1���3��2��$���λV����,)�1)���'� 8��8 $28&$�'�$&��#����$'��#��

,$2���"���3����$,��!

�)���1��12����$���$12����$���)��$'��#���$1�����12��� �'�$&��#��������'���������3�� �������

�&�$�����)��,��������&�����)���,$2����11�2���$��)����������&�������$��,)�����'� 8��8 $28&$�'�$&��#

���1������!� ���%��&� �)��� ��������&�������$��11$2��� ��������#����&��)��$'��#���3��2��$��θ ��C2����

#�(�#�9��&��)��'�������3��2��$���������2����$1����,�������3��2��*� �L�Σ ���������A.�M η B��

��$#���L�/��$�������� �,)����η�����)����������,)�1)��$1��� ����1$2�����2�2���,���������1��#����4��!�!4



��$����)����)�������2���#������ �������������$#��)�������δ ���,)�1)�1)��&�������)�
1$��2#'��$��$���2�2���&�������$���������1$2����������1��$��6!.��"$3�!�����,���$��������$$��$��

5I�4��)�������δ   ���,)�1)��21)��2�2���1$��2#'��$��������1$2������)$2��������1���)����������,)�1)

'���1�'����1$��2#'��$��&�$,��A&B4��)��������1�� �$���)��#��&�����2����� ��2�1��$��AεB4������)��'2��
��#��'�������1�����,)�1)�2����� �������1$2�����AηB!��	���)��������1�� �$���)��#��&�����2����� ���

1$������4��)����#'�����δ�L�ε�&�M�η!

���)���!!�)����21)���#������������'�$&��#����������$���$��)��"���1�2��3������'�$&��#!�

�)��2''��#�������12��� �	�1$#��'�$&��#��2''��#������)��"��������$������3��2����$3����&��>0

,)$�����&2����$1�����12��� �"������������$�)����$2�1���$����1$#���������#����$�"���$$��$,!�

����1
��� �A5//.B!
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�2�2�������3��2���2��������!�����1���)��3��2��$�������1�������#$�����$,� ��)����)����9��$���)�

'$'2����$��A����B4��)�����1$2������2#�1$�3��&�������)�������$��&�$,�)�$��'$'2����$�����������)����)�

��������,)�1)�2����� �������1$2�����!�	��2����� �������1$2�����������2���1����� ��$,�������4�������$�� ��)�

��'���������3������� �������3��2��$������)���#������!��

�)�� �'�1���1� �('�����$��� �$�� �)��$'��#���3��2��θ∗ � ���� �)�� 1����1��� 3��2��λV� �����1�� �)�

'����12���� ,� � ��� ,)�1)� �)�� '�$"��#� $�� ����3��2��� # $'��� ��� '���#���9��!� � ��� ���������3�

'���#�����9���$�����,)�1)��)��'$'2����$�������3��������$������1��$� ( µ)�$������3��2����,)$�#�%�

�2�� �����$���������1 1�����3��&���1���$���A�!�!4��$��,)$#�λ�L�.B�������#�����&����1��$�A.�8�µ) �)�����

1$#'����� �# $'�1�A�λ�L�/B�,$2������$����2��������)��������)����)��$'��#�����9��$���)��'� 8��8 $28&$

$1�����12��� �'�$&��#���������1������&��2�1��$��$���)���(�����$��# $'���A���θ∗�+���µ > 0 ) �����

��1������&��2�1��$��$���)��1$���$���2"����2���&���'� 8��8 $28&$�'�$&��#��$���������3��&�

A��θ∗+�ρ�O/��������θ∗+��γ > 0B����)$2&)�,��)��$#��1$#'����� �# $'�1�����3��2�������1$2����$��"�

$'��#����$�)�3���$�'�$&��#�������!��)��'$���"���� ��)����)�������)����$&����� �����)���"���� ��$�#�%�

�����1 1�����3��&���1���$����$���)$,�3����2&&�����)������#�&)��"��������"����$��2"����2�����#����

�������'�$&��#��$���)��2��3������'�$&��#��)���)���"�������� 9�������)��12��������1��$�!

@!6����3������3���2���������������$1�����12��� ���������

�)���,���)������$#�����'���������3���&����#$�����$�$���,��)�)����$&���$2������3��2������

"�1$#���#�����&�2������'$�������� �$'��#����$�)�3����#������������'�$&��#4��!�!4���'�$&��#��)��

'�$3�����"�����������������#�����&���$��)$���,)$�����1$#��,$2���"��"��$,��$#���)���)$�����3��!��



���������������A.?7I"B��$��������� ����$���21)���#$���!

���������3��2���,��)��$,���$2&)���1$#��#�&)����3������������"�����&�"����$���)��#����

�������"�������!�	��,$2���)$,�3�����3���"��$'��#����$���21)��������3��2����$���3���$��������#���

���1����)��#������������'�$&��#�����1��3�� ��#'$������.//�'��1������(�$������������#����'���$�

������!
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	���)��1$���(��$���)��$3����''��&�&�������$�������81 1���#$���4��)�������C2�3�������$�'�$3����&�"�������

$�� ��$�����3��2����,)$����112#2�����������������"��$,��$#����3��!���

	������#'���#$����,��)��$���"$���2''� �����$���$�������$�2�1������� 4��)��������"���� �$�

)�3��&���#������������'�$&��#����)����)�����2��3������'�$&��#��������� 9���#$�����#'� ������#$���

,��)��)����� '���$������3��2���*���1$#'����� �# $'�1�&�$2'�Aλ L�/B4���)�&)���1$#��&�$2'��)���)����$

# $'��� Aλ L�.�����,�&��,�� B� ������ �$,� ��1$#��&�$,�,��)��$�# $'��� Aλ L�.�����,�&��,�� B!

�$�����������1$�$# �,��)�$�� ���#����8�������$1�����12��� �'�$&��#!�����,$�%��&�����3��2���

'� ��)��$1�����12��� ���(���������θ. ���1��$�� ��$#�����1��$��$������3��2����Aφ) ��1��3��"�������4

�)��#������������"�������'���"�����1��� ����&�3���" �θ ,VA.M�γ)φ ���,)����,VA.M�γ)�����)���3���&�

,�&��$��,)�1)��)��'� �$�����(������3���4��!�!4�,V�����)���3���&��,�&���2���&��)����������,$�%��&� ����

$���)����������&�������$��A1$����'$����&��$�,�������,��B�����.M�γ�����)��&�$,�)���1�$���)�����������)��

,�&���$��)����3���$��,)�1)��)����(������3�����$��2''$����)����������!�

�$���)��1$#'����� �# $'�1�&�$2'��)��������$���������1��"��,�����)��#������������'�$&��#

������2��3������'�$&��#!�	��"$�)�'�$&��#�4��)���&�$2'�,$2���1$��2#������$��������"$����1$#�����

��'����1$#'����� �$���)��$1�����12��� �"��������'�$3������$���������!��	��1$������4��)������3��2���

,��)��$�# $'��� Aλ = 1)� ���1����,)��)��� �$���3��A���� �)2�� �$��&$� �)��'$��������$1�����12��� 

"�������B�$���$�1$��2#������$���)����������&��������'�������������#����$���)��$1�����12��� �"�������!

�)� � �$� �$� " � 1$#'����&� �)�� 2����� � ��3���� �1)��3�"��� 2����� �)�� �,$� ���������3��!� � ���2#��&

�$&����)#�1�2����� 4��������3��2���$��� '����A,)������L�-�$���B�,)$���3�����������)2���$�����&�"����$�

�)��#�������������$1�����12��� �"����������)���������#��2����� ��C2����$�N�������L���������M�������L ��

T/!0�A.8�θ B�,��U��M����T/!0�A.�8�θ) ,��A.M�ρ)].�  	��1$������4��21)��������3��2���,)$���1������$���$���3�

���$������$�C2���� ��$���)��#������������"�������)���������#��2����� ��C2����$��N���L����A.8�θ B�,����M���

Tθ �,V�A.M�γ) φ ����U�,)����,V�����)���3���&��,�&��$��,)�1)�$1�����12��� ���(���������3���������)�

'���#�����φ������1����)�����1��$��$���������������,)$���1��3��"�������!�
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�������3��2���1)$$�����$���$���3�����$������$�C2���� ��$��"������������N���R��N�����4��!�!4��������

Tθ �,V�A.M�γ)�φ���U�R����/!0�M����T/!0�A.�8�θ)�,���A.M�ρ)]!���)����%���)$$���)����������3��2���,����1)$$��

�$���$���3����1�������,��)��)����3���$��"��������A�����)����$���,��)�θ,  �,V�4�A.M�γ), �����φ ���B����

��1�������,��)��)����3���$���)������3��2��F��$,��,�&��������3���$��)���3���&��,�&������,��)��)������

$�����2���$����3��&!���	���)����3���$���)��#������������"�����������$������3�� �)�&)4��)��)�&)�,�&��&�$2'

#� �1)$$����$���3��,)����#�#"����$�� �)���$,�,�&��&�$2'�,����1)$$����$�1$��2#������$�� �)���

������&��������'�������������#����$���)��#����8�������$1�����12��� �"������!��	���$4��)����3���$�

������#����1$��2#'��$���$���)���&�$2'�#� �"�������2������)��#������������'�����)������,$2���"�

2������)��2��3������'���!

�)��'2"��1�'$��1 �1)$�1��"��,������2��3������'����������#������������'����1���"�����������

�� 1$#'����$�� $�� �)�� �$���� 2����� � ��3���� $�� �)�� �)���� ���������� '$'2����$�� &�$2'�� 2����� �)�� �,$

���������3��!���)��%� ������3����&��$���)��#������������'��������)���������21������$,���1$#��&�$2'

�$��3$�����3��&����$������$�C2���� ��$���)��#������������"������������)����$������3����)�#�,��)��$,��

������#����1$��2#'��$���)����)� �,$2���$�)��,����)�3�!��$���)���&�$2'4��)��)�&)����)��"���������3��4

�)��#$�����%�� �����3��2���������$���$���3�������)����$����)��)�&)����)����(������)����$�"�!�	��������$�4

�)��# $'�1�)�&)���1$#������3��2����,����"��,$����$�������)��$'��#�����3���$��"������������)��#����

�������'�$&��#� ��� ����� �)��� �)� �,$2���$�)��,����)�3�� ��1��3���,��)���2��3������'�$&��#!��)�

��3����&���$���)��)�&)���1$#��&�$2'�$������$������3��������)����)� �#� �"���"����$�'� ����$,���'� �$��

��(��)����)� �,$2��������2��3������'�$&��#�A"�1�2���'�$'�����%���)�#���3����$��$��&���"�������B����

��3�������)�&)�������������$�����2��!���)�1)�� ���#����'������"�����'�����$���)��������3���2#"����$�

����3��2����,��)�������������&�����$��# $'�������������������1$#����3���!

����1)���1�����$��#$�����,$2���)�3����"�3�������������"2��$��$��,�&������������# $'���3��2��

AλF�B4�,$2�����1$�'$������)����3���������1��$��)�&)�����(���$����"$���2''� 4�����#�&)����1�2����)�

'$���"���� �$��2�1����������2����1�2���&���3�����$�C2���� ��$���)��#������������"������!

@!@��$�����,��)�G����"���������#���

=��#$���������������A.?I74�.?7>4�5///14��$��)1$#��&B����� 9��#$��������,)�1)�,$�%���



����)����#$������''� ��$��2������ ���#�����,��������$�'� 8��8 $28&$�� ���#�!

���������2#�4��$��$,��&�=��#$��������������4��)����$#�$���,)$�����(�1�� ������������

"��,����,$�%���������2���,����,$�%!
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��1��2�1������� ��"$2���)�����&�)�$���)����,$�%��&���3��!����	��'����12���4��)�������������$#�1)��1����

��1)�'���$���)����)� �,����"�1$#���'��#������ �����"���������)����$���2��"����$�,$�%!��	���)���

#$����4��)��&$3���#����1���$��������&2��)�"��,�����)$���,)$�����2��"����$�,$�%��2���$�����"���� 

�����)$���,)$���#'� �1)$$����$���$�,$�%!���)����$��4����$������$�$'��#�9������$1�����12��� �� ���#4

�)��&$3���#�����������$������#����)$,�"�����$�'�$3����"���������$���)$���$2��$��,$�%������,� ��)��

"����1���'�$��1��$���$���)������"�����&������,$�%������1����3����$���)���"��!

�)��"���1����2���$��"�)�����)����#$�����1���"�������" ���������&��$���&2���.�,)�1)����"����

$������#�������&2������=��#$���������������A.?7>B!���$��������������)��1�������,)�1)�"���������$�

�)$���,)$��$��$��,$�%������)����#����&��������$���)���&�����,)�1)���'���$�����3����)����"$���$�1�!

	��������$�4����2#���)����)��2����� ��������3��2�������3�����$#���&�3���1$#"�����$��$������2������

1$��2#'��$���$����$��3�� �,��)��&�4������)����)��������$���3��&!�'�1���1��� 4�����2����� �"�����2�1��$�

$��1$��2#'��$����������2����A�4��B4�,)�����L.�����1������)����)��'���$��,$�%�������L/�����1����

�)����)��'���$���$����$��,$�%!��2��)��#$��4������������1�����)��1$��2#'��$����3�����$#�,$�%��&����

�������1�����)��1$��2#'��$����3���,)�����������A�)����3���$���)��&$3���#����'�$3�����������#���
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�#'������)����)���$������2�������)��#��&�����'�$�21��$��1�'�������#�������!�

���)������2#'��$��1�2�����)��&������$#��)�����&��$������3���#���8"������ ���#��$���%���)�

�$�#�$����1�������"�����������)����)������21�����(��!���)������ ����1$2������������3�� ����2#�

�)�����1)��2�2���&�������$����3���$�� ���$2&)��$��2����)��$��&�������3���$��������#����"�������

,��)��)�������$�����2���ρ!�

���)��������������������1���" ����2��&�D��1$&����$��"$���E����1���)���#'�$ ���������#���

�����$��$�&���'� ��&��)��'� �$�����(!�

�	�)����"�����3�1����3$�3�����3 ��&�����(�$���#'�$ ��������$����������������#�����$�'� ��)�

����������$�)$������$���)����"�!���)��������1$�$#�1�1$����������"�1�2����)����1�����������$������"�

�"�$�"���)��'��3������3��&�$���)����������$��&�������$��$���#'�$ ����A�����)����$������'��1�����

�C2����#$2���$����3���#���B!���)���$�������$������1$#������)����$����)�����21��$������)��1�'����

��$1%�#2���'�����" ��)��#��&�����'�$�21��$��1�'����4�ρ����!��
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� ���)��)��2��2������ ���#4��)����(�������"�������������1)�'���$�������C2����$���1)�$�)������

��1����������)�������$��&�$,�)�$���&&��&����,�&���(γ); �)�������)$,������)���������)����������$����"���5!

���)��)���2������ ���#4��#'�$ ����1$����"2����$��)����'���$����������#�����11$2�����)����#���#$2��

�)��� �)� � � ,$2��� $�)��,���� )�3�� '���� ��� '� �$��� ��(��� 2����� �)�� 2��2����� � ���#!��� � �)���

1$����"2��$����������,��)���������#���������)���&�$,����������γ�H��)�������)$,������$,�0�$����"���5!

�����������1��3��"���������2�����" ���&$3���#�������������$�� �����)��������'���$��$���)����������$��A��

��#�� �B��� !� �2�2��� &�������$��� $�� ��������� ��1��3�� �)�� ��1$#�� ���� '���1�'��� ��$#� �)���� '���$���

������#�����11$2�����3��&!��)���#$2���$���)���������#������1$#��������A.�M�ρB������#���M.������)��

&�$,����������γ A�!�!4����'�$'$���$���$��)��������&��$����1)��2�2���&�������$�B!���)�������)$,������$,

@�$����"���5!�������� 4���)���(�����1��$���)��&$3���#������"�����21����������1$#��$����1)�&�������$�

" ���1$��������#$2�������
�	H��)�������)$,������$,�>�$����"���5!

�����#�����)��������)����$����$���������1��"��,�����)��$2��� ��������1��'���$��������������

�#'�$ ����2������)���(�����&�2��2�����'��������2������)�����������3����"�8�����1����2�����'���!���

��#���M.4��)���������������)���2�����'������1��3�����A.�M�ρB4������1������$��A�ρ�8�γ�B������1$#'����$���$

�)��2��2�����'���!����1���$#��1$#"�����$��$���#'�$ �����������������"������)��1$���$���)����1������
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����$������"��(����B�4��)����������1��$��'���2����&�$��1$��2#'��$�������#���M.������&���3�4��Y�γ��������)��

����)$,������)���������$,�$����"���5!
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� ��M. ��M5 ��M6

$1�����12��� ���$&��#

���������1�'����

���2�������$&��#

���������A"�������B M����� �����M����A.Mγ)          +�����(1+γ)�������+�����(1+γ)�������

�#'�$ ����A��(��B − ���          −����A.Mγ)           − ���A.Mγ)����������− ����A.Mγ) �

�������
����������� ����/�������������������/�������������������������/ �����/

������	�
��

	�3���#������������$&��#

��������V M����� ����M�����A.Mρ)          +�����A.Mγ)(1+ρ)      +����(1+γ)��A1+ρ)�����
�#'�$ ���VV − �����        −�����A.Mγ)            −����A.Mγ)������ ���− ����A.Mγ)�

D=�"����3�1�E ���/ �����− ρ���� − ρ��������� ���− ρ����

�)��&������&&��&���

������	�
�� ���/ �������− γ������       [(1+γ)(ρ−γ)−ρ]�����      [(1+γ)��(ρ−γ)−ρU���

LLLLL

V�������)���2�����'���4������������1��3��'� 8��8 $28&$�"������������������)�����1��3���)��'���1�'��

����������&��$���)������3��&���$������'���$����������!��

VV��������)���2�����'���4��#'�$ ������3���)�����#$2����!

��"���5��)$,���)��4�,)�����)����&���3��1$���$����"�����3�1����#�����1$����������− ���4��)�

��������F�&������$#��)�����&��$����2�����'������1����������'�$'$���$���$��)��&�$,��&���3���$���&&��&���
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���$,���$���)��'�������3��2��1$��2#'��$��&����!���$����)���" �'� ��&���"�����3�1��$�����������1)

'���$�4��)����"����$#��)����1$&����$��"$������#�����1$������������)����$�����1������������)����$�

�)��&�$,��&��1$�$# !��	���)����"�����3�1��'� #�����,�������21����$�A�8�B��4��)����"��,$2��

��#����1$�������������)����$���)���1$�$# ������)����,$2���"���$�1)��&������&&��&���

1$��2#'��$������� �'���$�������$�,�������&���!

����1�����)����)����"�����3�1����'���������)���$���$����1$#���)������2������$#��)���������

���21��$��$���)��1�'�������$1%!�

������)�����12���$��$���δ������1��$��6!.��"$3�!���)��1$�����$��ρ�R�δ����$�#������)����)�

1�'�������$1%����������)����)��,������8#�(�#�9��&���9�!�

�������$�4�.?>>4��$�������12���$��$���)�������)��1$���(��$��$1�����12��� 
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,�&����A�ρ�8�γ�B���A.�M�γB��!��)������1��$��'���2����&��)����$����3���2��� ��)�������$#���&���3��A�!�!4

�������&�,��)�����&���3���Y�γ�������'���$���M.��$�'$����3�!
�
��

����2����&���������)��'�������3��2��$��1$��2#'��$������)�����1$2�����3��2��$���)����1������

������#����1$��2#'��$��T������A�ρ�8�γ�B���A.�M�γB����A.M�δB���U��(1������)��'�������3��2��$���)����"�

���3�1�����T�������ρ���
�A.M�δB���U!���)��'�������3��2��$���)������&�������1$��2#'��$����$#��)�����&��$���

��3���#����"������ ���#�����)����$����G
�L�����A�ρ�8�γ�B���A.�M�γB����A.M�δB����8��Σ������ρ���
�A.M�δB��4�$�4

�C2�3������ 4��G
�L�TAρ−γ)/(δ−γ)  − ρ/δ]����!��

	�� �)���1���4�'���2����&� ������� �)��'�������3��2��$��1$��2#'��$�� A�!�!4��G
�R�/B� ��� �)���

1$�����$�������#��*��ρ >γ�A��)��#��&�����'�$�21��$��1�'������(1������)���#'��1������2�������)��2��2����

'�$&��#B4�ρ > δ�A�)��#��&�����'�$�21��$��1�'������(1������)����������,)�1)��2�2���1$��2#'��$����

���1$2������B�����γ�R�/�A�)���1$�$# ����&�$,��&B!�

	�������� ��$�'�$3����������2���3���('������$��$����1)�$���)����1$�����$��!�������4����2��2����

� ���#�)������������$�����2����$��#'�$ ���������1)�&�������$��$�� ����ρ >γ!���	��ρ < γ, ��)���1$�$# ���

� ��#�1��� �������1���������1$��2#'��$��1���"���������'��#������ �" ����21��&��)����������1�'����

��$1%!���1$��4�����ρ < δ4�������$������3��&����21����)��'�������3��2��$��1$��2#'��$�!���$����)���"$�)

$���)����1$�����$����������$��)��1$�����$����)����#'� ��)����)������$�21��$��$�����2��2�����'�$&��#

���21��� �)�� '������� 3��2�� $�� 1$��2#'��$�H� ���� ��1��$�� 6!.� �"$3�!� � 	�� �)� � ���� �$�� ���������4� ��

2��2�����'�$&��#���������)��'�������3��2��$��1$��2#'��$��������'��1��&����,��)����2�����'�$&��#
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�)����$�����1��������)��'�������3��2��$��1$��2#'��$�!�

�)��������$����1$�����$���)����)���1$�$# �"��&�$,��&�Aγ�R�/B�����$,���C2������$�#�%���)��&���

��$#���1�������������#������1$#���(1�����)��1$���$���)��������$��������$������"�!����'$����3�������$�

&�$,�)�����#'$����������)���1$���(��"�1�2����)�����2���&�����$����������&�$,��,��)��)����9��$���)�

�1$�$# �,)�����)��1$���$���)����1�����������$������"����#�����1$������!��	���)���1$�$# ������$��&�$,4

�)�����2���&�����$����������,$2�����#����1$����������ρ���, �(�1�� ��)����#������)��1$���$����"�����3�1�!

	�����'$���"����$��'�1�� �$�)�����������$������,)�1)��)���)�����$����2������ ���#�,$2�����1�����

�)��'�������3��2��$��1$��2#'��$���3�������)���1$�$# �����$��&�$,��&!���)��%� ���C2���#���������

��1�������������$������3��&!�����)�'��'��2�����1$&����$��"$���4��)��"$�����"�$�"������)����,���3��&

����)��������$�&�$,�)!���2��,��)�$�)���,� ��$���2����&��)����������$�4�������'$���"����$�)�3��������$���

��3��&��3��� ��� �)���� ����$��1$�$#�1�&�$,�)!� ��)����#'������(�#'���,$2���"��$��� ���,)�1)� �)�

��������$������2�����" ����2#'��2#���(�$�����������������������,$�%���!����1���)��'��#�� �����1��$���)��

��(�,$2���"�������21��$�����1$��2#'��$�4��)��#��������1$����"2��$���$���)��,$�%�����$��)��$1���

�12��� ���3���#�����11$2����,$2����$��"���"�$�"���" �&$3���#������"��$��$������" ����21��$�����

��3��&!��

�)��'�������3��2��1$��2#'��$��&������$#��)�����&��$����2������ ���#�1���"��1$#'����������

���2���3�� � 2���2�� ,� �,��)� �)�� '������� 3��2�� $�� �)�� 1$��2#'��$�� �$��� A�G�B� �)��� ���2���� ��$#

����$�21��&����2��2�����'�$&��#!��1��$��6!.��)$,����)���������$3����''��&�&�������$���#$�����)��

�$������&�3���" *

�G��L���A.M�������B
�����PA������8�γB�M�(�ρ�8�����B��Q��A.�M�δ�B�A��δ�8��γ�B�����8���!

�)�����2#'��$���)�����1)��$�����$��$1�����12��� ���(����21���'��3������3��&�" �$����$�����A�L.B���

����$&$2���$��)�����2#'��$������)��12��������1��$���)����)���)�����$����2�����$1�����12��� �'�$&��#

�����$����$������$���3��&��$���3�� ��$�����$��$1�����12��� ��2����&!�����)���L.4��)���$���"�1$#��

�G��L��TA.M�������B
�����(�ρ�8��γB��A.�M�δ�B�A��δ�8��γ�B�����8�.�U����!

�)��1��12����$���$���)��'�������3��2��$���)��&������$#�'���2����&������"���5�2�����)����#�����1$2��

������$��1$#"����&�1$��2#'��$��1)��&���"��,����,$�%��&� ���������������#���� ������$����&�3��

1$)$��������$���&&��&����&�$3����)��1$��2#'��$��$������������1$)$���4��#'��1��� �������&��������L�δ�!����)

�)�����#����#'����1���$�4��)���G��"�1$#��

�G��L��T���(�ρ�8��γB�A��δ�8��γ�B�����8�.�U����!
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�)���1���"��1$#'�����,��)��)��'�������3��2��$���)��&������$#��)�����&��$������3���#����"����

'�$&��#�2���&�'��'��2�����1$&����$��"$���*

�G
�L�T���(�ρ�8��γB�A��δ�8��γ�B�����8�ρ�+�δ��U�����!

�)��&����)�������������)����)��1$����'$����&��$���A'����$�����$��'�$&��#�����)����#��$���)��1)��&�B

"�1�2����)��2��2�����$"��&���$������2�����" ���'��'��2�����1$&����$��"$����)�����'��������)��1�'����

��$1%�'��#������ �" ����4��$,����&���1)��2�2��� ���F����1$#��" ��ρ �������)��'�������3��2��$���)�

1$��2#'��$��" ��ρ���� � +�δ. 	�����������)��2��2�����$"��&���$��,���������1���" �����(�$����������

����$&$2���$��)��,���������)��������������1��3��,)����)��2��2�����'�$&��#����"�&2�4��)��'�������3��2�

&����,$2���"�1$#�

�G
�L�T���(�ρ�8��γB�A��δ�8��γ�B�����8�1��U�����4

�(�1�� ��)����#������)��'�������3��2���$���$��1������&����2��2�����'�$&��#!���$����)�������)���1���

,��)��2#'��2#������1��&�$���)����������$���)���������&�����3�������)��&�$,�)���������9��$����1��

�ρ/δ > 1. �$���&������� 4��� �#��)$��$�������1��&��)��2��2�����$"��&���$���)���)�����'�������3��2�

1$���������)����ρ�����+�δ�,$2���'��#�����'�������3��2��&�����3����������1$�$# �,��)��$�&�$,�)!�

�)��'�������3��2��1$��2#'��$��&������������������$���$��)��&�����)������2������$#����21��&��)�

����,��&)���$����)������2������$#�����$����&�,$�%�����������#������1���$��!�	���)���$�&8�2�4��)��)�&)��

���2���������2������ ���#����$,���$,�����(��������$������,$�%��&�����3��2���!���)���$�&8�2�����21��$�

����)������,��&)���$���$����"$������$���$������)2���$��;2����������1��$��$���)��1)��&�4������ 4�����)�

�(�����$��������1$)$�����������"2��$�!��	���)�������$�����2�������)���2������ ���#�A$������)���2����

'$���$��$����#�(���� ���#B�����C2����$��)�����������$�����2����)�������3��2����,$2�����1��3������)�
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Figure 2
Impact on Saving of an Actuarially Fair Social Security System
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Figure 3
Impact on Saving of a Social Security System with Negative Transfers
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